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Matri€no se mozZe prikazati delovanje linearnih operatora, tako da je, sisteme
jednacina sa velikim brojem nepoznatih najpogodnije zapisati u matri¢noj formi.
U daljem tekstu, bi¢e navedene osnovne operacije sa matricama, ukazace se na
postojece kompjuterske alate u operacijama sa matricama i na kraju ¢e biti dati
neki praktiéni problemi iz transporta koji se mogu reSavati matricama. Na osnovu
tehno-ekonomske analize generiSu se najbolje varijante transportnih lanaca koje
bi trebalo da znaju poSiljaoci i primaoci. Broj kombinacija moze biti znacaj pri
¢emu se matricama mogu odrediti najpovoljnije varijante. Osnovni problemi u
optimizaciji slaganja komadnih tereta (robe) na nosace, jesu pojavni oblik i mase
na mestima poc€etno-zavrdnih operacija koji su u vecini slu€ajeva stohasticke

veli€ine i raspored masa opterecenja u statickom i dinami¢kom smislu.

1. Uvod

U naucnim ili prakticnim istrazivanjima, linearna
algebra je nezaobilazan alat, bilo da se radi o
saobracéaju i transportu, elektricnim kolima, genetici,
kriptografiji ili nekoj drugoj oblasti. Prisustvo linearnih
veza izmedu veli€ina od interesa, predstavlja osnovu
za primenu jezika linearne algebre i metoda
zasnovanih na njoj. Pored direktnih prakti¢nih primena
u konkretnim domenima, reSavanje problema linearne
algebre, poput inverzije matrice, predstavlja
nezaobilazan deo raznorodnih matematickih metoda.
Glavni problemi numericke linearne algebre su
reSavanje sistema jednaclina, inverzija matrica,
dekompozicija matrica i izraCunavanje sopstvenih
vektora i sopstvenih vrednosti matrica. Pomenuti
problemi su medusobno vrlo povezani, zbog Cega
matrice imaju vaznu ulogu. Danas, za numeri¢ko
reSavanje inZenjerskih i nauénih problema postoji
znacajan broj Sire poznatih i koriS¢enih kompjuterskih
alata: komercijalnih  softvera (Excel, Mathlab,
Mathematica, Mathcad, Maple), kalkulatora matrica,
android aplikacija i raznih kompjuterskih sistema iz
oblasti matematike, a posebno iz oblasti algebre

(Wolfram Alpha). Korisc¢enje navedenih
specijalizovanih softvera  zahteva prethodno
poznavanje njihovih mogucénosti uz formiranje

odredenih matematicko-ekonomskih modela kojima se
moze okarakterisati odredena pojava u saobracaju i
transportu.

U ovom radu, odabrana su dva slu€aja: izbor
transportnog lanca od mogucih varijanti i reSavanje
optimalnog rasporeda tereta na povrsini nosata sa
njegovim zapreminskim koriS¢enjem i iskoriS¢enjem
Nosivosti.

2. Operacije i kompjutersko resavanje matrica

Pojam matrice ima Siroko znalenje, od muzi¢kih
matrica kod komponovanija, zivotnih matrica ponasanja
ljudi, korelacionih matrica kod optimizacije geodetskih
mreza, konstrukcija reda voznje, preko ekonomskih
modela nacionalnog dohotka i dr. Medutim, u
matematici matrice predstavljaju “Semu”, odnosno
nacin prikazivanja nekih ,,veli¢ina“ koje su opisane
konacnim ili beskona&nim nizom realnih brojeva (na
primer, ai, az, ..., an) ili pak nekom pravougaonom
Semom brojeva, oblika (Jednadina 1.):

a; A, 8y,
a, dy a,, (1)
a a a

ml m2 mn

u kojoj se pojavljuie m vrsta (redova) i n kolona
(stupaca). Ponekad, broj vrsta i kolona ne mora biti
konagan. Po svom obliku, mogu biti: kvadratna, nula
matrica, dijagonalna, jedini¢na, trouglasta,
transponovana, simetricna, asimetricna i singularna
matrica, pri ¢emu svaka od njih ima svoje specifi¢nosti.
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Kod operacija sa matricama najvaznije je prvo odrediti
dimenzije matrica i sprovesti neke od operacija
(sabiranje, mnoZenje skalarom, mnozenje matrica).
Kod sabiranja i mnozenja matrica vazno je svojstvo
asocijativnosti, gde je vazi jednakost: A+ (B + C) = (A
+ B) + C i A(BC) = (AB)C, pod uslovom da naznacene
operacije imaju smisla. Operacija sabiranja je
kumulativna, tj. A + B = B + A. Medutim, mnozenje dve
matrice nije kumulativno, A(BC) = (AB)C, A(B + C) =
AB + AC; (A + B)C = AC + BC i A(AB) = (AA)B = A(AB)
ilA=A, Al = A. Pre svega, ako postoji proizvod AB, ne
mora postojati proizvod BA. Cak i u sludajevima kada
postoje AB i BA (na primer, kada su matrice istog reda),
u opStem slucaju je AB # BA. Imajuci ovako definisane
operacije sa matricama, skup matrica se moze
posmatrati kao neka algebarska struktura [1].

Jedna od vaznih tema u numerickoj linearnoj algebri je
da treba koristiti prednosti svake specijalne strukture
matrice u raznim izraCunavanjima, kada god za to postoji
moguénost. Kako je pozitivha definitivnost prvi pojam
pozitivnosti matrica koji se razvijao, potrebno je upoznati
se Hermitskim (simetricnim) pozitivno odredenim
matricama (u oznaci Hn), koje se prirodno javljaju u
razli¢itim primenama, od reSavanja parcijalnih
diferencijalnih jednacina do obrade slika. Posebnu klasu
matrica Cine P-Matrice, odnosno kvadratne matrice,
kada su svi njeni minori pozitivni. Postoje joS i B-matrice,
koje predstavljaju realne kvadratne matrice A, sa
pozitivnim sumama po vrstama, a kod kojih su svi van-
dijagonalni elementi ograni¢eni odgovaraju¢im sumama
po vrstama, tj. za svako i;j = 1; ..., n. Ova klasa matrica
su regularne i imaju pozitivnu determinantu. Istoj klasi
pripadaju i C-matrice. To su realne kvadratne matrice A,
sa pozitivnim sumama po vrstama, gde su svi van-
dijagonalni elementi vec¢i od odgovaraju¢ih suma po
vrstama, tj. za svako i;j = 1,..... n. Od posebnog znacaja
su i M-Matrice [2], koje imaju pozitivne dijagonalne
elemente, za koje se mozZe pokazati da se Citave
lokalizovane oblasti njihovih karakteristi¢nih korena
nalaze u desnoj polu-ravni. Ima i drugih klasa matrica
koje nisu M-matrice jer ne pokrivaju sve slu€ajeve iz
prakse.

Poslednjih decenija, postoji zna€ajan broj Sire poznatih i
koris¢enih kompjuterskih alata za numeri¢ko reSavanje
inZenjerskih i nauénih problema: komercijalni softveri
(Excel, Mathlab, Mathematica, Mathcad, Maple),
kalkulatori matrica, android aplikacije i razni
kompjuterski sistemi iz oblasti matematike, a posebno iz
oblasti algebre (Wolfram Alpha). Excel, kao deo
Microsoft Office, predstavlja racunsku tabelu (eng.
spreadsheet) koja omoguéava razne proracune sa
podacima rasporedenim u redovima i kolonama. Excel
poseduje i veliki broj ugradenih algoritama, kao Sto su
statistiCki testovi, deskriptivna statistika, Fourierova
analiza, regresija, i dr. Matlab je integrisani programski
paket koji se koristi za razvoj algoritama, vizuelizaciju
podataka, analizu podataka i numericke proracune, za
koje je prvenstveno namenjen.

Neki od problema mogu se brze reSiti u poredenju sa
tradicionalnim programskim jezicima, kao §to su C i C++,
jer se ne moraju deklarisati promenljive, odredivati tipovi
promenljivih, rezervisati memorija i dr.

U Matlabu postoje ugradene pogodnosti tradicionalnih
programskih jezika (kontrola toka, strukture podataka,
objektno-orijentisano programiranje... itd). Dodatno, u
Matlabu komande se izvrSavaju bez kompaijliranja.
Osnovni tip podataka sa kojima Matlab radi su matrice,
odnosno vektori. Matlab je moguée integrisati sa
drugim programskim jezicima i aplikacijama. Matlab
ima veliki broj ugradenih funkcija (help elfun) gde svaka
funkcija kao argument ima moguénost da upravlja
matricom:  exp(X)...e(x), log(x)...In(x)  prirodni
logaritam, 10g10(x)...logaritam sa bazom 10,
abs(x)...apsolutna vrednost, sqrt(x)...kvadratni koren,
round(x)...zaokruzi x na najblizi ceo broj, ceil(x)...
zaokruzivanje ka vecem celom broju,
floor(x)...zaokruzivanje ka manjem celom broju, i dr.

Mathematica (Wolfram Mathematica), jedan od
vodecih simbolickih matemati¢kih softvera, koji se
ponekad naziva programom racunarske algebre, a
koristt se u mnogim nauc¢nim, inzenjerskim,
matematickim i raCunarskim poljima. Sli¢no, Maple 6
predstavlja sistem s integrisanim numeri¢kim i
simbolickim raCunanjem. Ovaj softver obuhvata
najvecu kolekciju algoritma u jednom sistemu, koji
mogu da rade u mnogobrojnim oblastima numerickog,
grafi¢kog ili simboli¢kog racunanja. Volfram Language
je programski jezik koji se koristi u Mathematici.

Softver ukljuuje dinamicku interaktivnost, visoko
produktivnu  adaptivhu  vizualizaciju, simboli¢ku
konstrukciju interfejsa, optere¢ene podatke na odreden
zahtev, obradu slike i zvuka, neuronske mreze, 3D
Stampanje i alate za povezivanje na DLL, SKL, Java,
.NET, C ++, Fortran, CUDA, OpenCL i http. MathCAD
je softver za inzenjerske proracune koji pruza znacajne
prednosti kod razvoja i dizajniranja inzenjerskih
projekata. Za razliku od drugih softvera koji se mogu
koristiti u inZenjerskim proradunima, MathCAD
omogucava inZzenjerima da istovremeno dizajniraju i
dokumentuju proradune sa savremenim funkcionalnim
i dinamickim kalkulacijama koje uzimaju u obzir i merne
jedinice.

Ovaj paket sadrzi veliki broj ugradenih algoritama
(funkcija) koji se mogu koristiti u numeri¢koj analizi, ali
korisnik moze da programira svoje algoritme u veoma
moc¢nom programskom modulu. U Mathcad-u susrece
se definicija za vektor ili matricu kao niz, i u izvesnom
smislu predstavlja opStu definiciju uredenih podataka
pravougaonog rasporeda.

Prema [3], potrebno je postaviti kursor na mestu gde se
Zeli formirati region blanko matrice. Matrica se kreira na
osnovu komande iz menija Insert m Matrix ili precicom:
Ctrl+M (Slika 1).
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Chri+m

Ctri+E

Insert Matrix X

Cobmns: 2 [ tnsen |
Delete |
Close |

Slika 1. Postupak formiranja blanko matrice

Iz dobijenog dijalog-boksa Insert Matrix bira se broj
kolona (Columns:) i redova (Rows:) od kojih ¢e biti
sastavljena matrica. Unesena vrednosti za Rows: je 3,
a za Columns je 2. Posle podeSavanja dimenzije
matrice (3x2) pojavijuje se njen region, sa 2x3=6
placeholder-a koje treba popuniti. Ispunjavanjem
praznih mesta formirana je matrica brojeva 2x3.
Elementi matrice su najCeSce brojevi ali mogu biti
matematicki izrazi, sintakse, stringovi, a ponekad i
komande. Sa formiranom matricom potrebno je
poznavati uslove koji su potrebni u postupcima
numeri¢kog i/ili simbolickog procesuiranja. U tom
smislu moze se vrsiti:
e umetanje novih redova i kolona u matrici, i njihovo
brisanje, u dijalogu Insert Matrix,
e transponovanje, invertovane i
matrice, i jo$ dosta toga.

determinanta

Transpozicija  definisane  matrice  izvodi se
odgovaraju¢im selektovanjem, a zatim primenom
komande iz menija Symbolics m Matrix m Transpose,
(Slika 2).

o T W
- o o

Matrix Transpose

Transform Invert

X Determinant
Evaluation Style.. .

‘-' abc ‘
wd g f)
Slika 2. Postupak dobijanja transponovane matrice

Inverzna matrica se dobija selektovanjem originalne
komande, ili one komande iz menija Symbolics m
Matrix m Invert (Slika 3). Operacija invertovanja moze
se vrsiti samo nad kvadratnom matricom.

Matrix
Transform 4

Transpose

, Determinant
Evaluation Style. ..

'l ‘ d —C ‘
(ad-cb) |\ -b a
Slika 3. Postupak dobijanja inverzivne matrice

Mathcad sadrzi veéi broj binarnih operatora i
odgovarajucih funkcija u domenu vektorske, odnosno
matri¢ne algebre. |1z palete Math, za proracun i analizu
aktivira se, kao S$to je navedeno, posebna paleta
Matrix. Ovom paletom ikonica moguce je: kreirati
matricu (Matrix and Vector Ctrl+M), izracunati
determinantu matrice (Determinant), primeniti binarnu
operaciju vektorizacije (Vectorise Ctrl+), naci skalarni
proizvod vektora (Dot Product *), izracunati vektorski
proizvod vektora (Cross Product Ctrl +8) i izraCunati
sumu elemenata u vektoru (Vector Sum Ctrl+4). Tu su
jo$ | operacije: izdvajanje izabrane kolone matrice
(Matrix Column Ctrl+6), navedeno transponovanje
matrice (Matrix Transpose Ctrl+1) i kreiranje ili uvoz
rasterskih slika koje su definisane matri¢no (Picture
Ctrl+T). Za reSavanje sistema jednacina, pored funkcije
Find, mogu se primeniti i funkcije Isolve(M,v),
pretraZivanja i uporedivanje matrica, putem funkcija:

lookup, hlookup, vlookup, koje omoguéavaju
korisnicilma da nadu vrednosti u vektorima ili
matricama, po horizontali i vertikali i vrate

odgovarajuée vrednosti reda ili kolone u iste ili druge
vektore ili matrice. Funkcija match pronalazi polozaj
vrednosti u jednom redu (koloni). Postoje i mnoge
druge funkcije vezane za rad sa vektorima i matricama.

Maple predstavlja viSe-namenski  matematicki
softverski alat visokog kvaliteta s potpuno integrisanim
numeri¢kim i simboli¢kim racunanjem. Sve funkcije
softvera su pristupaéne iz WYSIWYG tehnic¢kog
okruzenja, a matematicki izrazi se ispisuju u prirodnoj
notaciji. Uz sve to, tu su i state-of-the-art grafike,
animacije s potpunom kontrolom editovanja i razne
prezentacije. Medutim, ovde nisu navedeni svi softveri
koji se odnose na numeri¢ko reSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednacdina, odnosno softveri zasnovani
na metodama poput metode konacnih elemenata,
metode konacnih volumena i dr., jer se retko izu€avaju.
Pored specijalizovanih matematickih softvera, ¢esto se
koriste kompjuterski sistemi, za razliku od pretrazivaca
izbacuju listu dokumenata i stranica koje daju direktne
odgovore na konkretna pitanja, a uz pomo¢ ogromne
baze podataka, algoritama i hillade smestenih
procesora u kompjuterskim specijalizovanim centrima.
Jedan od najznacajnijih je WolframAlpha (oznacen i
Wolfram Alpha).
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Korisnici upisuju svoja pitanja iz matematike, najceSce
zadatke, a softver prikazuje rezultate, uz vizuelizaciju
iz svoje baze podataka koristeci se raznim algoritmima.
U osnovi se nalazi softver Mathematica, koji sadrzi
racunarsku algebru, znakovne i numeri¢ke proraCune,
vizuelizaciju (crtanje grafika funkcija) i statisticke
proracune. U poslednje vreme, pojavio sa Wolfram
Alpha PRO, kao poboljSana verzija Wolfram Alpha, u
koji se mogu prenositi svoji podaci i slike za analizu,
radi dobijanja prilagodenih i interaktivnih prikaza za
prezentacije i preuzimanje podataka. Ova unapredena
verzija ostavlja vise vremena za racunanje, pristupe
optimizovanim Veb aplikacijama i dr.

Kalkulatori matrica, predstavljaju mobilni uredaji i
tableti, koji ne moraju da sluze samo za zabavu i
komunikaciju, veé¢ i za udenje. StaviSe, odredene
aplikacije se mogu Koristiti za reSavanja i analizu
zadataka iz matematike, ne samo jednostavnih vec i
nekih slozenijih  matemati¢kih jednacina. Takvi
kalkulatori su: Yhomework—MathSolver,
PhotoMathPhotoway i MathWay, koji za razliku od
prethodne dve aplikacije radi sa naprednijim
jednacginama, ali prikazuje samo konacan rezultat. Ako
zelite da vidite sve korake postupno obradene, mora se
koristiti vrlo funkcionalan, Matrix Calculator (Slika 4).
On omogucava izraCunavanje determinante matrice,
sabiranje, transponovanje, oduzimanje matrica ili rad
sa inverznom matricom i dr.

. . Al .I'_!
- 2og+1.5%2.4 2H=1)81,%0
2 vy nlund T 1.1
. (—2+21) 57!—25 25 (-3+20)* '|I+22 2| |
14
'iﬁ —24?
= =
1. . 3
401? -5
14 3
1.15 -2+
-i.-r'll,l—}: 3—%

Slika 4. Prikaz mnozenja matrica u Matrix Calculator

Jos jedan kalkulator je znacajan zbog svoji mogucnosti u
radu sa matricama - Maxima, Kkoji omogucava
manipulaciju simbolickih i numerickih izraza, ukljucujudi i
diferenciranje, integraciju Taylor serije, Laplasove
transformacije  diferencijalnih  jednacina, sisteme
linearnih jednacina, polinome, vektore, matrice uz visoku
preciznost numerickih rezultata u 2D i/ili 3D okruZenju.

3. Primeri primena matrica u transportu

U odredenom vremenskom trenutku, pri izu€avanju
ponasanja nekog ekonomskog modela posmatraju se
varijable koje nam karakteriSu model i uoCava se
njihova meduzavisnost.

Na primer, ukoliko posmatramo neki od modela
sticanja dohotka, varijable koje posmatramo mogu biti
nacionalni dohodak, investicije, troSkovi, koli¢ina
potroSnje, ukupni porezi, stopa poreza na dohodak i dr.
Takode, u transportu, ukoliko posmatramo izbor
transportnog lanca u lancima snabdevanja, postoji
veliki broj varijabli kao 3to su troSkovi po vidovima
prevoza, vrste u tipovi angazovanih sredstava, vrste i
tipovi pretovarnih sredstava, tarife, troSkovi sredstava
rada i dr. NeSto sloZeniji sluCaj je izbor optimalne
varijante slaganja tereta (robe) na nosace koje direktno
uti¢e na staticko i dinamicko iskoriSéenje vozila, a time
i na troSkove poslovanja.

Na osnovu empirijskih prou¢avanja i ekonomskih
pretpostavki modela veza izmedu varijabli iskazuje se
jednadinama veze. Za jednaline veze mozemo
pretpostaviti da su linearne, jer se odredenim
matemati¢kim metodama mogu (za date okvirne
vrednosti varijabli) linearizovati. Na taj nacin model je
okarakterisan sistemom linearnih jednacina. ReSenje
tog sistema linearnih jednadina je tzv. “Ekvilibrijum” ili
ravnotezni polozaj modela. On je predstavljen onim
vrednostima varijabli u kojima model ne tezi ka
promeni. Odrediti ekvilibrijum modela znali resiti
sistem linearnih jednacina, a to se ¢cini upravo
metodama linearne algebre Sto ¢e biti prikazano na dva
primera iz prakse. Treba napomenuti, da se linearna
algebra koristi za ispitivanje tzv. “Stacionarnog
ponasanja tehnoloSko-ekonomskog modela”, fj.
ponaSanja u fiksiranom trenutku vremena, dok se za
ispitivanje dinamike modela (tj. promene modela u toku
vremena) Koristi diferencijalni, integralni racun,
simulacija, veStacka inteligencija (Al), maSinsko ucenje
(ML) i dr.

3.1. Izbor transportnog lanca

Tehnolo$ko-ekonomska analiza varijantnih
kombinacija u savremenim tehnologijama je znacajna
karakteristika celog transportnog procesa. Na osnovu
tehnoloSko-ekonomske analize generiSu se najbolje
varijante transportnih lanaca koje bi trebalo da znaju
posiljaoci i primaoci, odnosno oni korisnici koji plaéaju
prevoz robe. Prihvatamo sledeéu notaciju, gde se
formalno sa C (C je pocetno slovo engleske reci Chain
— lanac), oznac€eni su svi moguci transportni lanci,
odnosno sve moguce varijantne kombinacije u funkciji
prevoza robe od poSiljaoca do primaoca. Pretpostavka
je da se radi o znacajnim koli¢inama robe koja se
prevozi na razli¢itim nosagima teretnih jedinica
(kamionima, prikolicama i polu prikolicama, vagonima,
brodovima), paletama, kontejnerima. U praksi, postoji
veliki broj varijantnih kombinacija viSe transportnih
lanaca koje treba uzeti u obzir da bi se realizovao
prevoz uzimajuci u obzir najbolju varijantu [4]. Sa C:
oznacena je prva varijantna kombinacija od mogucih
transportnih lanaca koje su formirane; Sa C: druga
varijantna kombinacija i tako redom. U opStem slucaju
ima M varijantnih kombinacija transportnih lanaca, pa
je posledniji lanac oznacen sa Cm.
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Ako je, sa C1 oznacen prvi generisani transportni lanac
koji sadrzi konadan niz procesa i aktivnosti, i koji je
logi¢no maniji od svih mogucih procesa i aktivnosti koji
egzistiraju, primenjujuci razne varijante formalno se
moze napisati u obliku:C1 = c1, 2, C3, ..., Cn

C1, C2, C3, ..., Cn respektivno predstavljaju egzistenciju
svih mogucih (elemenata) procesa i aktivnosti u
varijantnim  kombinacijama transportnih  lanaca
prevoza robe od poSiljaoca do primaoca. U visoj
matematici vrednosti: ci1, c2, Cs,..., Cn predstavljaju
jediniéne vektore.

Kod konkretnog transportnog lanca svi procesi i
aktivnosti nisu potrebni (samo oni koji su dovoljni,
odnosno samo jedna varijanta). Ako se utovara jednom
dizalicom onda se logi¢no, ne utovara istovremeno i
drugom. Kako je potpun opis mogucih procesa i
aktivnosti definisan sa ci, c2, Cs,..., Cn SVi Oni procesi, i
aktivnosti u konkretnoj varijanti koji u jednoj varijanti
nisu zastupljeni, njihove vrednosti se izjednacavaju sa
nulom (ci = 0), a procesi i aktivnosti koji se pojavljuju u
tom lancu obelezavaju se sa jedinicom.

Vazno je primetiti da se kod formalnog obelezavanja
svaki drugi transportni lanac obelezava kao i prvi, sa
tim da ima drugi indeks. Osnovna razlika izmedu njih je
u rasporedu nula i jedinica. Ako se na takav nacin
formiraju svi relevantni lanci, onda se potpun opis
transportnih lanaca moze predstaviti u obliku matrice.
Obi&no grupe kolona generiSu varijantne kombinacije i
predstavljaju primenu razli¢itih tehnologija kod
pretovara na odredenoj lokaciji ili pak predstavljaju
razliCite reZime prevoza (drumom, Zeleznicom, vodom
i dr.). Kod tehnologija u kopnenom transportu mogu se
formirati posebne korespondentne matrice za Cetiri
jasno izdvojene grupe, a to su grupa procesa i
operacija kod posiljaoca, grupa procesa i operacija na
mestima pretovara drum-zeleznica, zatim pretovara
Zeleznica-drum i procesi i aktivnosti kod primaoca robe.

Svaka kolona kod matrice predstavlja neku relevantnu
aktivnost ili proces, na primer, utovar jednim tipom
dizalice. Druga kolona moZe da oznalava prevoz
drumom, treéa prevoz Zeleznicom itd. Potpun opis

transportnih lanaca formalno i konaéno izgleda
(Jednagina 2):
Cl | Cll C12 ClS Cli Cln ]
CZ CZl C22 C23 C2i C2n
CS C31 C32 C33 C3i C3n
co . . . . .
CJ' le CJ'2 CJ3 Cji Cjn
Cm _le Cm2 Cm3 Cmi Cmn_
&)

Vrste oznacCavaju formirane varijante transportnih
lanaca, gde prva kolona (koja je namerno uokvirena)
Ci1, Cz1, C31, ..., Cmi kao i svaka druga kolona
predstavlja relevantne aktivnosti ili procese u
transportnim lancima, s tim $to je sa: ci1 — oznacena
pocetna egzistencija procesa ili aktivnosti u prvom
transportnom lancu. Ta vrednost ¢e za prvi lanac biti
nula ako se ne koristi neki tip dizalice naveden u prvoj
koloni (ili 1 ako se koristi). Idu¢i redom, c21 je pocetna
egzistencija procesa ili aktivnosti u drugom
transportnom lancu i tako redom, a druga kolona (ako
je tako struktuirana) moze predstavljati upotrebu auto-
dizalice, tre¢a upotrebu manipulatora, Cetvrta prevoz
drumom itd. Kolone se ¢€esto nazivaju i logisticki
procesi i aktivnosti. U onom transportnom lancu gde je
vrednost nekog cij jednaka nuli znaci da se u j-toj koloni
ne pojavljuju ti procesi i aktivnhosti (odnosno neki
element strukture) za i-ti transportni lanac. Kako se
kvantitativne vrednosti matrice C sastoje od nula i
jedinica takva se matrica u daljem tekstu oznaCava sa
Ca0. Za one procese i aktivnosti nekog j-toj
transportnog lanca gde se nalaze nule, ti procesi i
aktivnosti se ne podrazumevaju.

Znacaj matrice (Jednacina 2) je mnogostruk. Prvo,
ovako koncipirana matrica moze se Koristiti kod
primene odredenog softvera u izboru optimalnih
transportnih lanaca, a drugo, kako je za neke prevoze
broj kolona u funkciji transportnih lanaca konacan (nije
znacajno velik) nije teSko i ,ruéno“ formirati matricu
ovog tipa, pomocu koje je lako i brzo do¢i do broja
mogudih transportnih lanaca i znacajnih kalkulacija.
Kod matrica, mogu se grupisati procesi i aktivhosti po
mestu dogadaja (mesto manipulisanja, utovara,
istovara, pretovara i sl.), tako se kod matrice C.0
mogu grupisati kolone ako nam vrste predstavijaju
redosledom transportne lance i obrnuto. Matricu C(.0)
mozemo mnoziti i sa leve i sa desne strane, u
zavisnosti Sta zelimo da dobijemo kao konacéan
rezultat, kao i u zavisnosti od toga Sta nam
predstavljaju vrste, a Sta kolone. Ako nam vrste kod
matrice Cq-o) predstavljaju transportne lance, a kolone
atribute procesa i operacija, onda takvu matricu
najéeS¢e mnoZimo sa desne strane. Matricu C.o
najéeS¢e mnozimo matricom jedne kolone. Ako nam
takva matrica oznatava vremenske intervale
prevoznog procesa, onda ¢e kao rezultat biti matrica
distribucije vremena utroSenog u prevozni proces po
navedenim transportnim lancima, a ako su to troskovi
onda kao rezultat imamo distribuciju troskova po
pojedinim transportnim lancima i dr.

Pretpostavimo da smo formirali matricu Cau0) za
direktne tehnologije transporta (od poSiljaoca do
primaoca drumom ili Zeleznicom) i matricu At koja
predstavlja troSkove prevoza po fazama transportnog
lanca ili vremenske intervale pojedinih procesa i
aktivnosti, vezanih za izvrSenje odgovarajuéeg
transportnog lanca. Mnozenjem matrice C1-0) sa desne
strane matricom At, dobijamo novu matricu oznacenu
sa Ac. Formalno zapisano sledi (Jedancina 3, Slika 5):
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Ac = C(10) *At
©))

Ay

[ |
Cao " Ac

t2
CiJ1 001011 t3 tcl
Cz2l0011011 t4 — tc2
C30101011*t5 — tc3
Csilo100111 t6 tcd

t7

| |

Slika 5. Matri¢ni prikaz izbora transportnog lanca

Kolona jedan kod matrice Cqu-0) oznaCava upotrebu
viljuskara, kolona dva dizalice, kolona tri manipulatora,
kolona Cetiri prevoz drumom, kolona pet prevoz
zeleznicom, a kolona Sest oznaCava upotrebu dizalice
kod primaoca i kolona sedam zadrZavanje na mestima
primopredaje robe. Vrednosti u matrici At ozna€avaju:
t1-troSkove ili vreme upotrebe viljuskara; t-troSkove ili
vreme upotrebe dizalice i tako redom izrazene u
nov€anim jedinicama ili satima. Mnozenjem ove dve
matrice dobija se nova matrica Ac koja oznaCava
vrednosti varijanti transportnog lanca (C1 -C4) izrazene

u nov€anim jedinicama ili u satima. Zamenom
odgovarajucih vrednosti u matrici At sledi (Slika 6 i 7):
A
Ciror ! 5' Act
v 6
Cql1001011 7 55
Col 0 % 4 * 5 P 57 }Prevozdrumom
CaJo101011 20 = 56
Cslo100 111 30 71 | - Prevoz Zeleznicom
4 4 15
| i i |
LEGENDA: M Prevoz drumom BAVLJENJE U CASOVIMA l
0 Prevoz Zeleznicom
Slika 6. Matri¢ni prikaz transportnog lanca u vremenu

=2

g“ = 5 Ac,nj
6
Ciyl1001011 7 33
czlo011011 K 20 - 35 }Prevozdrumom
Calo101011 13 —— 34
Cslo1001 11 3 27 | - Prevoz Zeleznicon
+ 0+ 5
10

Leczn0 . m Prevoz drumom

O Prevoz Zeleznicom
Slika 7. Matriéni prikaz transportnog lanca u troskovima

| TROSKOVIUN. |

Ako se analiziraju dobijene vrednosti u matricama At i
An.j (po vremenu - tili n.j.- nov€anim jedinicama), moze
se uociti da su varijante prevoza drumom po kriterijumu
vremena povoljnije od prevoza Zeleznicom, a da je
varijanta prevoza Zeleznicom po kriterijumu troSkova
povoljnija u odnosu na prevoze drumom.

U zavisnosti od toga koliko su precizno odredene
varijantne kombinacije matrice Cq-0), kao i vrednosti At,
zavisi i konacan rezultat. U reSavanju zadatka ovakvog
tipa znacajno pomaze primena kompjutera uz primenu
naznaCenih softvera, koji u vrlo kratkom vremenu daju
kombinacije i reSenja za zna€ajno veliki broj
kombinacija transportnih lanaca.

3.2. Slaganje tereta na nosace

Osnovni problemi u optimizaciji slaganja tereta (robe)
na nosace je pojavni oblik po masi i dimenzijama pri
slaganju i rasporedivanju tereta na nosace (vozila,
palete, kontejnere, skladiSne povrSine i dr.) na mestima
pocetno-zavrdnih operacija. Postoje nekoliko softvera
kojima se odreduje optimalan raspored slaganja
komadnih tereta na nosace, kao $to su: Cube-IQ 4.0
Load Planning software, Cape Pack, Load Planner,
Quick Pallet Maker i dr., kojima se vrsi slaganje tereta
u 2D i 3D po nivoima (etazama), a zatim se racunski
odreduje povrsinsko i zapreminsko iskoriS¢enje nosaca
po nosivosti, sa sve procentualnim iskoriS¢enjem
nosacCa, prikazom neiskoriS¢enog prostora za jednu
vrstu, ili razliCite jedinice tereta i dr. Ako se analizira
tok teretnih jedinica (razliCitih masa), mogu se javiti
razliCite kombinacije slaganja (Slika 8.), gde broj 1
oznaava najmanju, broj 2 srednju, a broj 3, najvecu
masu robe. 5

3 2 i 2 3
3 2 [ H: s
3 2 I 2 3

Slaganje bloka od Slaganje bloka Slaganje bloka
3 jedinice u od 3 jedinice u od 3 jedinice
poretku 3x3 od poretku 3x3 od uskladenog

teZih ka laksim lakéih ka tefim poretka 3x3
A B C
Slika 8. Primer 3x3 slaganja 3 vrste masa na 2D prostoru

Poseban slucaj je kada se teret rasporeduje po
slobodnom izboru, gde postoji viSe varijanti.
Poredenjem veliCine uloZzenog rada koji je potrebno
realizovati usled prevodenja po¢etnog stanja u Zeljeno,
lako se moze =zakljuditi da ekstremne razlike u
izvrSenom radu vizuelno izgledaju kao $to je dato na

Slici 9.
AN N
3 2 EBE 1 IR 1
3 2 M 1 1
3 2 KK 2 3 1
a) Maksimalan rad za b} Minimalan rad za

uspostavljanje redosleda
od pocetnog stanja
prema zahtevanom izlazu

uspostavljanje poretka od
pocetnog stanja prema
zahtevanom izlazu
Slika 9. Vizuelni pregled uloZzenog rada transformacijom pocetnog
stanja u zadani poredak na izlazu
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U cilju kvantifikacije posluzimo se kriterijumom masa x
rastojanje. Oznacimo mase respektivno sa oznakom g,
i jedinicno rastojanje sa (jedini¢ni korak) do n-1
predenih koraka, odnosno ¢elija. Maksimalne i
minimalne funkcije ciljeva odreduju se prema Jednadini

3):

I:max,min =n- qu '[n _(2| _1)]
i=1

3)

Dakle, ako je gi monotono opadajuéi niz pri pocetnom
stanju i monotono rastuéi pri Zzeljenom izlazu, onda je
to maksimalna funkcija cilja (maksimalan rad), a ako je
monotono rastucéi pri poCetnom stanju i monotono
opadajuci kod Zeljenog izlaza onda imamo minimalnu
funkciju cilja. Oc¢igledno je da se kod translacije sistema
pri ovakvoj postavci javlja srednja vrednost funkcije
cilia. Ostale varijante redosleda ulozenog rada od
pocetnog stanja do Zeljenog na izlazu, nalaze se u
navedenim intervalima i neophodno ih je redovno
logisti¢ki podeSavati. Ako zelimo da ih slozimo po visini
ili masi, tako da blok slaganja bude uskladen na 2D
prostoru (bez ponavljanja), onda je neophodno
postupiti na sledeé¢i nacin: Respektivho jedinice
oznacimo sa brojevima 1,2,3, i posmatrajmo matricu
(3x3) uskladenog slaganja. Brojevi (skalari) su slozeni
tako da zbir po kolonama i po vrstama bude jednak. Na
taj nacin je dobijena regularna matrica koja se naziva
uskladena, zbog svojstva jednakih marginalnih
vrednosti (visine i mase) na 2D prostoru. Marginalne
vrednosti kod matrice A iznose u konkretnom slucaju 6,
a marginalne vrednosti njene inverzije daju reciproc¢nu
vrednost marginalnih vrednosti matrice A (Slika 10).
INVERZNA MATRICA

MATRICA MATRICE
A Wargineine A Marginna
[ — wrexdnst
i 2 a 6 4777 0055 0 | 408

2 3 1 &

0048 0ME D37 | 458

3 1 2 B 8388 0. 2TT 0088 16

Marginaina
wrescneest

Slika 10. Matrica A i njena inverzna matrica sa marginalnim
vrednostima

Marginaina
wrexdnast

6 [ B 16 16 106

Dokazujemo da svaka uskladena regularna matrica tj.
matrica jednakih marginalnih vrednosti kolona i vrsta,
ima uravnoteZenu inverznu matricu, ¢ije su marginalne
vrednosti jednake recipro¢nim marginalnim
vrednostima originalne matrice [5].

Lema. Neka je es = (1,0,...,0),..., en = (0,0,...,1)
kanonska baza iv = ei+...+e,. Tada kvadratna matrica
A reda n, ima da je zbir elemenata svake njene vrste
jednak a ako i samo ako je Av = av, tj. ako je a
sopstvena vrednost matrice A, a v odgovarajuéi
sopstveni vektor.

Dokaz. Oznacimo sa “-” skalarni proizvod. Ako je A =
(aj), onda aj = Aegj-ei, pa je zbir elemenata i-te vrste
(Jednacina 4):

“ n

a=zn:aij =g, ‘Zn:Aej =g, ‘Av

j=L j=1
“) . o o
S druge strane je a = av-ej, pa iz gornje relacije sledi
da za sve i vazi (Jednacina 5):

e,-Av=e, -V
5)

Odakle se zakljuCuje, da je Av = av. (Kraj dokaza leme.)

Teorema. Neka je A regularna matrica sa svojstvom da
je zbir elemenata svake njene vrste jednak a, razli¢ito
od nule, a matrica A ima karakteristiku da je zbir
elemenata svake njene vrste jednak a2.

Dokaz. Iz prethodne leme vazi da je Av = av, pa
mnozec¢i sa Al dobijamo v = aA-lv, odnosno Alv = a
lv. Na kraju, tvrdnja se dobija koriste¢i prethodnu
jednakost i obrnut smer u lemi.

Navedeni dokazi znacajno olakSavaju uskladenost
(odnosno formiranje dodatnih jednacina) kada su na 2D
povrsini fiksirani neki elementi, odnosno u odredivanju
broja zavisnih i nezavisnih promenjivih u procesu
optimalnosti. Neophodno je napomenuti da u logistici
postoje dve vrste optimalnosti masa (visina i nosivosti)
na 2D prostoru i to blokovski na€ini slaganja i/ili slobodni
nacini slaganja. Ako sa x oznaCimo broj blokova
(kvadratna forma slaganja), a sa n broj razlicitih velicina
jedinica, i sa Mnx matricu koju treba uskladiti, onda
blokovski nalin slaganja kvadratne matrice u cilju
optimalnosti podrazumeva x = n¥2 blokova po vrsti, i X =
n2 blokova po koloni (gde su koreni prirodni brojevi veci
od 2), ¢ime je broj blokova u matrici jednak broju razlicitin
jedinica. Dakle, kvadratna matrica M n» xn ima n? ¢elija, n
razlicitih slojeva (vrsta i kolona) i X2 = n blokova. Broj
blokova i razli€itih jedinica u matrici respektivno iznosi:
4,9, 16, ... ili x2. U cilju analize u stati¢kom i dinami¢kom
smislu, jedan blokovski i jedan slobodan nadin slaganja
prilikom optimalnosti, prikazan je na Slici 11.

9| 6| 8| 71| 4| 5 3| 2 1 2 3| 7| 8| 9| 4] 5| 6
5 2 4 8| 3| 6| 1| 7| 9 2 3|4 5 6| 7| 8 91
1 3| 7| 2| 5| 9| 6| 4| 8 3 4| 5| 6| 7| & 9 1] 2
3| 4| 5[ 1] 2| 8 7| 9| 6 4 5[ 61| 2] 3| 7| 8 9
6| 7| 1| 9| 4| 3| 2| &| 5 5 6| 7| 8/ 9] 1] 2| 3| 4
2 8| 9| 6| 7| 5| 41| 3 6 T| 8|91 2 3[4 5
4| 9] 2| 3( 6| 7| 8 5] 1 T 8| 9| 4| 5| 6| 1| 2| 3
8| 5| 6| 4091|327 8 9| 1| 2| 3| 4| 5[ 6| 7
7| 1| 3| 5| 8| 2| 9| 6| 4 9 1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8
a) Uskladeno:blok” slaganje po b} Uskladeno slobodna
principu sudoku slagalice slaganje

Slika 11. Dva tipa optimalnosti matrice 9x9

Veli¢ine su uskladene posmatrajuc¢i marginalne zbirove
regularnim matricama, njihove inverzne matrice su
prikazane na Slici 12 (a i b).
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Primecuje se da su zbirovi inverznih veli€ina
rasporedeni tako da su kod blokovskog slaganja zbirovi
inverznih veli¢ina medusobno jednaki, a takode su
jednaki recipro¢noj vrednosti marginalnih vrednosti
inverzne matrice (1/45), mada ne za svaku blok-
slozenu matricu. Dakle, kod blok slaganja, u cilju
optimalnosti, zbir vrednosti po blokovima jednak je
zbiru marginalnih vrednosti matrice, $to za slobodno
slaganje u cilju optimalnosti nije slucaj.

0,043 [0,189 [-0.177]0,021 [-0.198[-0,056 0,136 0,089 [-0.025
0,042 1-0.25410,191 |-0.034 |0.247 [-0,063 [-0,054 (0,033
-0,008 0,075 |-0177 (0,149 [-0,133|0,158 |-0,063 0,011
0,045 |-0.048 0133 |-0.139|0.137 [0,007 |-0.061)-0.108 | 0,057
-0.144 10273 |-0.300(0,069 |-0,267 0,148 |0.145 (0,057 |0,
-0,037 [ 0,367 [-0,213)0,002 |-0.330 (0,037 0,248 [-0,013|-0,040
0,115 |-0,398 |0.429 |-0.145 | 0,332 |-0.153 |-0,153 |-0.079 | 0,075
-0107 10,171 |-0.333(0.243 [-0.139)0,145 0,012 0,001
0,074 |-0,353 0,469 |-0.144 0,373 [-0.202 [-0,187 (0,032
a) Inverzna matrica originalne matrice a

-0.072|0,002 {0,002 |-0,072]0,002 10,002 |0,040 (0,002 (0,114 |0,022
0,002 |0,002 |0.002 0,002 |0,002 {0,002 ]0.002 10114 |-0.109{0,022
-0,035({0,002 | 0,002 |0,077 0,002 {0,002 |0.077 |-0,109)0,002 (0,022
0,040 0,002 |10,002 |-0,072|0,002 {0,114 |-0,072)0,002 |0,002 0,022
0,002 |0,002 |0.002 10,002 |0.114 [-0.102]0.,002 |0,002 |0,002 {0,022
0.077 |0.002 {0,002 |-0.035[-0.109)0.002 [0.077 |0.002 (0,002 |0.022
-0,072|0,002 {0,114 0,040 0,002 0,002 |-0,072(0,002 (0,002 0,022
0,002 0,114 |-0.109)0.002 |0.002 {0,002 ]0.002 10,002 |0.002 {0,022
0,077 |-0,108|0,002 0,077 |0,002 {0,002 |-0,035)0,002 |0,002 {0,022
0,022 10,022 10,022 |0,022 |0,022 (0,022 10,022 |0,022 |0,022

B} Inverzna matrica originalne matrice B
Slika 12. Inverzne matrice matrica a) i b)

4. Zaklju€ak

Nakon uvoda, date su osnovne teorijske postavke rada
sa realnim matricama, operacije i osnovna svojstva
matrica. Ukazano je na primenu kompjutera kao alata
za reSavanje matrica, na softverske i druge alate, dok
su za Matlab i Matcad date neke osnovne funkcije tih
softvera i njihova primena u reSavanja matrica. U
narednom poglavlju, obradena su dva konkretna
primera iz prakse, i pokazano je kako vrSiti izbor
optimalnog transportnog lanca u lancu distribucije, kao
i kako optimalno slagati robu (teret) na nosace. U
prvom slu€aju, pokazano je da su dobijene vrednosti u
matricama At i An.j (po vremenu - t ili n.j.- nov€anim
jedinicama) varijante prevoza drumom po kriterijumu
vremena povoljnije od prevoza zZeleznicom, a da je
varijanta prevoza zeleznicom po kriterijumu troSkova
povoljnija u odnosu na prevoz drumom, $to je bitno sa
aspekta korisnika prevoza. U drugom slu€aju formirana
je funkcija cilja, zahtevana je njena minimalna vrednost
i pokazano je da se kod blok-slaganja, u cilju
optimalnosti, zbir vrednosti po blokovima jednak zbiru
marginalnih vrednosti matrice, $to za slobodno
slaganje u cilju optimalnosti nije slu¢aj. Matri¢ni raCun
je veoma vazan za grafiCko modeliranje u tehnici jer su
mnoge metode matematic¢kog programiranja
zasnovane na matri€noj algebri, gde se elementi
matrice mogu pored brojeva prikazati kao matematicki
izrazi, sintakse, stringovi a ponekad i komande. U tom
smislu, u buducim istraZivanjima, pojave u saobracaju
i transportu treba optimizovati raznim matemati¢kim

modelima jer podaci dobijeni merenjima, samo su
aproksimacija pravih vrednosti merne veli€ine, zbog
¢ega je neophodno, prilikom koriS¢enja podataka, na
neki nacin uzeti u obzir nepreciznost merenja.
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Application of matrices in
transportation

Dragan Radovanovié¢, Dipl.eng.mechanical
Elementary school “Vuk Karadzi¢”, So€anica, Republic of
Serbia

Abstract: The action of linear operators can be
represented in a matrix. Therefore, it is best to write a
system of equations with many unknowns in matrix
form. In the following text, the basic operations with
matrices are listed, the existing computer tools for
operations with matrices are pointed out, and finally,
some practical problems from transportation that can
be solved with matrices are mentioned. Based on a
technology-economic analysis, the best variants of
transportation chains are created, which should be
known to shippers and receivers. The number of
combinations can be important, and matrices can be
used to determine the cheapest variants. The basic
problems in optimizing the stacking of unit loads
(goods) on carriers are the occurrence and mass at the
locations of the initial and final operations, which in
most cases are of stochastic size and load distribution
in terms of time and dynamics.

Keywords: Matrices, Transportation chain, Cargo
stacking, Choice of variations
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